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中文摘要
本论文分为两部分，第二章，第三章和第四章为第一部分，主要围绕几类流体动
力学方程组，即带阻尼的可压 Euler方程组，可压磁流体动力学 (MHD)方程组和稳态
的可压液晶流动力学方程组，研究这三个偏微分方程组解的适定性问题。第五章为第
二部分，主要围绕种群动态方程组，研究其逼近方程组强解的适定性问题以及平衡态
的不稳定性态问题。
在第二章中，我们考虑了三维带阻尼的可压 Euler方程组的时间周期解。运用正则
化逼近的方法和拓扑度理论，我们在周期域上证明了在小时间周期外力作用下时间周
期解的存在性。再根据能量估计，得到了时间周期解的唯一性。
在第三章中，我们考虑了三维不带热传导的可压磁流体动力学(MHD)方程组的
Cauchy问题。结合局部解和先验估计，我们证明了稳态附近光滑解的全局存在唯一性，
这里仅仅要求初值在稳态附近的 H`(` > 3)范数小，不要求 L1 范数有界。在这个意义
下，推广了文献 [21]的结果。我们运用纯能量方法建立压强、速度和磁场强度的衰减估
计。在此基础上，利用速度梯度的衰减率建立非耗散熵的一致有界估计，从而封闭先
验估计。此外，我们还得到了解的衰减率。
在第四章中，我们考虑了三维稳态可压液晶流动力学方程组的 Dirichlet问题，其
绝热指数  > 1。通过构造三重逼近问题，建立加权估计和采用弱收敛的方法，我们证
明了弱解的存在性和一致有界性。
在第五章中，我们考虑了两个相互作用种群的动态方程组。种群动态遵循守恒律，
迁移通量由适应度决定，其动态方程组简称为适应度梯度方程组。我们正则化该方程
组，运用 Galerkin方法，证明了逼近方程组强解的整体存在性、正则性和唯一性。此
外，我们还研究了适应度梯度方程组及其修正方程组的平衡态的 Turing不稳定性。
关键词：流体动力方程组；种群动态方程组；时间周期解；整体解；Turing不稳定性.
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Abstract
Abstract
The paper falls into two parts. One part is composed of the second chapter, the third
chapter and the fourth chapter, which is concerned with some equations of hydrodynamics,
including the compressible Euler equations with damping, the compressible magnetohy-
drodynamic equations, the steady equations of compressible nematic liquid crystals ows.
This part mainly studied the well-posedness of solutions for the three partial dierential
equations. The other part is the fth chapter, which mainly discussed the well-posedness
of strong solutions to an approximation and instability behaviour of equilibrium state for
the tness gradient system of population dynamics.
In Chapter 2, we considered the existence and uniqueness of a time periodic solution
to the three-dimensional compressible damped Euler equations in a periodic domain.
By adapting a regularized approximation scheme and applying the topological degree
theory, we establish the existence of the time periodic solution under some smallness and
structure assumptions imposed on a time periodic force. And based on energy estimates,
the uniqueness of the periodic solution is proved.
In Chapter 3, we investigated the Cauchy problem for the three-dimensional com-
pressible magnetohydrodynamic equations without heat conductivity. The global solution
is obtained by combining the local existence and a priori estimates under the smallness
assumption on the initial perturbation in H`(` > 3). But we don't need the bound of L1
norm. This is dierent from the work [21]. Our proof is based on pure estimates to get
the time decay estimates on the pressure, velocity and magnet eld. In particular, we use
a fast decay of velocity gradient to get the uniform boundedness of the non-dissipative
entropy, which is sucient to close the priori estimates. In addition, we study the optimal
convergence rates of the global solution.
In Chapter 4, we considered the Dirichlet problem of three-dimensional equations for
the steady compressible ow of nematic liquid crystals are considered for the adiabatic
exponent  > 1. We establish the existence and uniform boundedness of a weak solution
by three-level approximation, weighted estimates and weak convergence.
In Chapter 5, we studied a tness gradient system for two populations interacting
via a symmetric game. The population dynamics are governed by a conservation law,
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Abstract
with a spatial migration ux determined by the tness. By applying the Galerkin
method, we establish the existence, regularity and uniqueness of global solutions to an
approximate system, which retains most of the interesting mathematical properties of
the original tness gradient system. Furthermore, we show that a Turing instability
occurs for equilibrium states of the tness gradient system, and its approximations.
Key words: Equations of hydrodynamics; Equations of population dynamics; Time pe-
riodic solution; Global solution; Turing instability.
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第一章 绪论
本论文分为两部分，分别研究流体动力学方程组和种群动态方程组。流体动力学
是研究作为连续介质的流体运动规律的学科。Navier-Stokes方程组和 Euler方程组是流
体动力学中两个经典的方程组。Navier-Stokes方程组是由法国科学家 Navier和英国科
学家 Stokes提出，用来从宏观上描述具有粘性的流体的运动规律，属于双曲-抛物型的
方程组。Euler方程组是由瑞士的数学家和物理学家 Euler提出，用来描述无粘性、绝
热的流体的运动规律，属于拟线性的双曲型方程组。特别地，Euler方程组可以视作零
粘性零热传导的 Navier-Stokes方程组。本文的第一部包括第二章、第三章和第四章，
研究三种与 Navier-Stokes方程组或 Euler方程组耦合的流体动力学方程组，即带阻尼
的可压 Euler方程组，不带热传导的可压磁流体动力学 (MHD)方程组和稳态的可压液
晶流动力学方程组。
在第二章，我们考虑带阻尼的可压 Euler方程组的时间周期解问题。可压流体在运
动中有时会产生摩擦阻尼，这时流体的运动便用带阻尼的可压 Euler方程组来刻画，具
体形式如下： 8><>:t + div(u) = 0;(u)t + div(u
 u) +rP () + u = f(x; t): (1.1.1)
这里 ; u分别表示流体的密度和速度。压强 p()是关于 的光滑函数。 表示摩擦系
数，u便是摩擦阻尼项。函数 f(x; t)是周期外力。关于可压 Navier-Stokes方程组的
时间周期解问题，最近，Jin和 Yang [49,50]证明了三维可压 Navier-Stokes方程组时间周
期解的存在性，推进了文献 [80]里的结果。他们采用正则化的技巧和利用拓扑度理论解
除了文献 [80] 中对空间维数 N  5的限制。与可压 Navier-Stokes方程组相比，方程组
(1.1.1)的阻尼项要比粘性项引起的耗散低一阶，这增加了我们研究该方程组的困难。
本章中我们巧妙的利用方程组本身的结构特点克服了这一困难。然而，本章建立的能
量估计都依赖于周期域。我们曾试图建立与周期域无关的能量估计，由于阻尼的低阶
耗散，这些能量估计不能封闭，所以我们不能如文献 [49]那样把周期域上的时间周期解
推广到全空间上。
第三章研究不带热传导的可压磁流体动力学 (MHD)方程组。磁流体动力学用来
研究导电流体与电磁场相互作用时的运动规律。导电流体 (例如等离子体)在电磁场里
运动会产生电流。此电流与磁场相互作用，会产生洛伦兹力，从而改变流体的运动，
同时此电流又导致电磁场发生变化。因此，考虑这种复杂的磁流体动力学现象要结合
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流体动力学和电动力学。从而可压磁流体动力学方程组是可压 Navier-Stokes方程组和
Maxwell方程组的适当耦合，形式如下：8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
t +r  (u) = 0;
(u)t +r  (u
 u) +rp  (rH)H = r   ;
Et +r 
 
u(e+ 1
2
u2 + p)

+r  ((rH)H   (uH)H)
= r  (u ) +r  (r);
Ht  r (uH) = H; r H = 0:
(1.1.2)
这里 ; u; p和 H 分别表示为密度，速度，压强和磁场强度。粘性应力张量  为
 = (ru+ruT ) + r  uI;
其中 I为单位矩阵，常数 ; 为粘性系数且满足一般的物理假设  > 0， + 2
3
  0。
总能量 E 为
E = (e+ 1
2
juj2) + 1
2
jHj2;
其中 e是内能。正常数 ;  分别是热传导系数和磁场扩散系数。
我们要考虑的可压MHD方程组不带热传导，即  = 0。借鉴可压 Navier-Stokes方
程组的研究思路，我们将方程组 (1.1.2)转化为 (p; u; s;H)系统进行研究。由于热传导
的消失，方程组 (1.1.2)只有粘性项引起压强和速度的耗散。与  > 0时的情形相比，
熵 s没有耗散，亦没有衰减率，这在解的存在性问题上引起了很大的困难。对于不带
热传导的可压 Navier-Stokes方程组和MHD方程组，文献 [21,28]增加了L1范数有界的初
值条件来弥补热传导的缺少。本文中我们只要求初值在常态附近的 H`(` > 3)范数小，
而不要求其 L1范数有界。我们运用纯能量的方法和精细的插值不等式，减弱了文献 [21]
的条件，克服了熵 s不耗散引起的困难，从而得到了光滑解的全局存在唯一性和解的
衰减率。
在第四章，我们研究稳态的向列型可压液晶流动力学方程组弱解的存在性。液晶
流虽然不是气态的，也不是液态的，但它具有流动性，因此，液晶流可看作一种流体来
研究。与一般的流体相比较，液晶流的分子呈长棒状且各向异性有序排列，具有方向
和平移互相耦合的两种自由度。因此，向列型液晶流动力学方程组要比 Navier-Stokes
方程组更复杂。对非稳态的可压液晶流动力学方程组，目前只在绝热指数  > 3
2
的条
件下得到了有限能量弱解 [70,74,114]。于是，对稳态的可压液晶流动力学方程组，我们设
法把绝热指数的条件减弱为  > 1。
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